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RESUMO

Este trabalho apresenta um modelo de elementos finitos para a analise de deformagao
e adensamento de macicos de solo sob condi¢des de simetria axial. O ponto de partida sdo as
equagdes diferenciais de governo que sdo resolvidas utilizando o método dos elementos
finitos baseado no método dos residuos ponderados adotando a formulagdo de Galerkin. As
equacdes de governo sdo integradas sobre um dominio composto de elementos finitos
quadrilaterais com quatro nés e produzem um sistema de equagdes algébricas em funcao dos
deslocamentos e da poropressdo. As equagdes de cada um dos elementos sao somadas no
sentido de obter um sistema global de equagdes. Resolver este sistema leva a solu¢do do
problema. A validacdo ocorre a partir da comparagdo com resultados de solugdes analiticas
baseadas na teoria da elasticidade, teoria do adensamento e ensaios de laboratorio. Os
resultados foram considerados satisfatorios e mostram diferencas que podem ocorrer em

virtude das simplifica¢des consideradas no modelo.

Palavras-chave: adensamento, método dos elementos finitos, deformagdo, ensaio

oedométrico, simetria axial.



ABSTRACT

This work presents a finite element model for the analysis of soil strain and
consolidation under axissymetric conditions. The starting point are the governing differential
equations which are solved by using the finite element method based on the weighted residual
method adopting Galerkin’s formulation. The governing equations are integrated over a
domain composed of quadrilateral finite elements with four nodes and yield a set of algebraic
equations in function of the displacement and of the pore pressure. The equations for each one
of the elements are added in order to obtain a global system of equations. The solving of this
system leads to the solution of the problem. The validation occurs through comparison with
results of analytical solutions based on the elasticity theory, consolidation theory and
laboratory tests. The results were satisfactory and show differences that may happen due to

the simplifications taken in account in the model.

Keywords: consolidation, finite element method, strain, oedometer test, axissymetry.
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1. INTRODUCAO

O solo ¢ um dos materiais mais complexos presentes nas analises da Engenharia. Suas
trés fases e sua composi¢ao heterogénea tornam seu comportamento bastante dificil de prever
e modelar. Tanto na analise isolada de tensdes e deformagdes quanto na analise acoplada de
deformacao e fluxo, diversas variaveis deverao ser levadas em conta.

Neste trabalho sera tratada a analise de tensdes, deformagdes, recalques e adensamento
para casos com simetria axial e também para casos de deformagdo plana, bastando para isso
apenas uma pequena alteracdo da formulagdo. Do ponto de vista da abordagem, é possivel
considerar um perfil de solo composto de mais de um tipo de material e também com
comportamento anisotropico. A ndo-linearidade geométrica ¢ considerada através da
atualizacdo da malha utilizada na analise. A ndo-linearidade fisica ndo foi considerada nesta
versao.

A formulagdo geral foi obtida a partir da Teoria de Biot particularizada para duas
dimensdes, que leva a obtencdo das equacdes diferenciais de governo que sio entdo resolvidas
pelo método dos elementos finitos. O modelo de elementos finitos ¢ baseado no método dos
residuos ponderados utilizando a formulagdo de Galerkin para a minimizagdo do erro. De
maneira geral, o modelo consiste na divisdo do macico terroso em elementos de dimensodes
finitas interconectados através de nos. No interior de cada um desses elementos, as diversas
grandezas variam de acordo com fungdes de interpolagcdo pré-determinadas. O elemento
utilizado ¢ do tipo isoparamétrico de quatro noés. A aplicagdo deste método transforma as
equagdes diferenciais de governo em um sistema de equagdes algébricas que possui os valores
nodais das componentes do vetor deslocamento e da poropressio como incognitas.
Resolvendo tal sistema, pode-se calcular as tensdes e as deformagdes no interior do macigo. A
validagdo do modelo ¢ feita através de comparagdes com solugdes analiticas obtidas a partir
da Teoria da Elasticidade, da Teoria do Adensamento Unidimensional de Terzaghi e, no caso
da modelagem de ensaios, também com resultados de ensaios reais.

O capitulo 2 apresenta uma breve revisdo de teorias e solugdes propostas no ambito da
Mecanica dos Solos, da Teoria da Elasticidade e do escoamento em meios porosos, além de
outros aspectos importantes como os parametros de poropressdo. O capitulo 3 traz a
formulagdo para simetria axial e a solucdo por elementos finitos desde sua forma geral até

detalhes da integragdo e do elemento utilizado. O capitulo 4 trata de aspectos da
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implementagdo computacional do modelo de elementos finitos, em relagao a estrutura basica
do programa. O capitulo 5 apresenta a validagdo do modelo, algumas simula¢des e os
resultados para casos que vao de simples analise de deformagdo, passando pelo adensamento
em uma ¢ duas dimensdes e concluindo com a simulagdo de um ensaio oedométrico.

Finalmente, o capitulo 6 apresenta conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentados alguns topicos sobre solos e sobre o fenomeno do
adensamento. Primeiramente, discute-se, de modo breve, algumas teorias de adensamento
levando em conta as principais hipoteses e pontos de cada formulacdo. Em seguida trata-se
dos ensaios de adensamento, com destaque para o ensaio de adensamento com compressao
oedométrica que sera modelado neste trabalho. Finalmente, serd apresentada uma formulagao

para a obtencao dos parametros de poropressao, abordando os ensaios oedométrico e triaxial.

2.2. CONSIDERACOES GERAIS SOBRE SOLOS

Solos sdo materiais que podem apresentar trés fases: uma sélida, uma liquida e uma
gasosa. Simplificadamente, a fase solida ¢ constituida por particulas minerais/organicas
enquanto que agua e ar constituem as fases liquida e gasosa, respectivamente.

A caracteriza¢do fisica de uma amostra de solo ¢ feita a partir de indices que
quantificam a importancia relativa entre as fases por meio de relagcdes de peso e de volume.
Em geral, se considera que ndo haja transporte das particulas solidas e que estas sdo
incompressiveis. Como conseqiiéncia, o volume e o peso de solidos sdo constantes para uma
amostra de solo. A dgua e ar que ocupam os poros do solo podem escoar de modo que pode
haver transporte desses materiais. Considera-se também que a agua ¢ incompressivel e que o
peso especifico do ar é desprezivel em relacdo aos pesos especificos dos solidos e da agua.
Neste contexto, o peso total de uma amostra de solo € o resultado da soma do peso dos sélidos
com o peso da fase liquida.

Tanto nas diversas teorias e solugdes propostas para analise de tensdes, deformacdes e
adensamento em solos quanto na modelagem numérica do seu comportamento, muitas
hipoteses simplificadoras sdo adotadas para chegar-se ao resultado final.

Um dos pontos que gera mais problemas ¢ o que diz respeito as ndo-linearidades fisica
e geométrica do solo. A ndo-linearidade fisica reflete na relacdo entre indice de vazios e

tensdo efetiva. E bastante comum a adogdo da hipotese simplificadora que considera
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linearidade fisica. Ja a nao-linearidade geométrica estd presente no fato de que os
deslocamentos nao sdo despreziveis em relacdo a espessura da camada de solo.
Na secdo 2.4. serdo apresentadas algumas teorias de adensamento e as hipoteses

consideradas.

2.3. ADENSAMENTO

Quando uma carga ¢ aplicada em um solo compressivel ocorrem deformacgdes que, de
maneira geral, acarretam redu¢@o no indice de vazios do solo. Em solos saturados tal reducao
ocorre através da expulsdo do liquido intersticial, considerando-se incompressiveis tanto as
particulas so6lidas quanto o fluido e ndo havendo transporte de solidos.

No processo de expulsdo do liquido intersticial ocorre um escoamento transitorio que
tem origem nos gradientes hidraulicos gerados pelo carregamento. Esses gradientes
decrescem com o tempo até se tornarem nulos, determinando o fim do escoamento. A redugao
do gradiente hidraulico da-se por um mecanismo que pode ser explicado da seguinte forma:
quando um acréscimo instantaneo de carga ¢ aplicado sobre um maci¢co de solo saturado,
inicialmente, a totalidade dessa carga ¢ absorvida pela fase liquida do solo através de um
aumento na poropressao. Isso significa que o gradiente hidraulico ¢ maximo logo apos a
aplicagdo da carga. Devido a esse aumento no gradiente, o liquido intersticial comega a escoar
ocasionando uma redu¢ao no volume de vazios do solo. Juntamente com essa redugdo, ocorre
um aumento da tensdo efetiva em virtude de uma reducdo no excesso de poropressdo. Desse
modo se estabelece um processo de transferéncia de carga da fase liquida para o esqueleto do
solo, que so termina quando todo o acréscimo de carga ¢ transferido para o solo. O processo

recém descrito ¢ chamado de adensamento.

2.4. TEORIAS DE ADENSAMENTO

Nesta secao serdo citadas e brevemente comentadas diversas teorias a respeito do
fendmeno do adensamento. Serdo tratadas teorias unidimensionais, bidimensionais e
tridimensionais, além de teorias com deformagdes infinitesimais e finitesimais. Terdo
destaque as hipdteses simplificadoras comumente usadas pelos diversos autores além de

pontos observados como principais em cada trabalho.
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2.4.1. Formulagdo acoplada do adensamento

A primeira formulagdo acoplada do adensamento foi apresentada por Terzaghi (1925)
e trata do adensamento unidimensional. Esta teoria continua sendo largamente usada em
Mecanica dos Solos por apresentar solucao analitica bastante simples. A primeira formulagdo
tridimensional do adensamento foi apresentada por Biot (1941) e ¢ conhecida como Teoria de
Biot. Ambas teorias adotam hipoteses de linearidade fisica e de linearidade geométrica que,
na maioria dos casos, ndo sao verificadas na pratica. Mesmo com tais restrigdes, essas teorias
encontram aplicagdo, principalmente, em casos onde ocorram pequenas variagdes de
carregamento. Quando tais teorias nao forem suficientes torna-se necessario o uso de teorias
ndo-lineares.

As equacdes acopladas do adensamento podem ser obtidas a partir do equilibrio de um
elemento de solo.

Em termos de tensodes totais, as equagdes diferenciais de equilibrio do elemento de

solo sdo expressas como
or,

L+ £ =0
o f; 2.1)

sendo 7, as componentes ij de tensdo, x; as dire¢des correspondentes e f; as forcas de

superficie ou de massa.
O equilibrio da fase liquida ¢ fornecido pela equacdao de conservacao da massa para

um solo saturado dada por

@4_88"—0 )
ox; Ot (2.2)

sendo v, as componentes de velocidade, x; as diregdes correspondentes, &, a deformag@o

volumétrica e ¢ o tempo.

2.4.2. Adensamento bidimensional e tridimensional

Na teoria do adensamento tridimensional “verdadeira”, ocorre o acoplamento entre o
equilibrio das tensdes totais ¢ a continuidade da massa de solo. Ja a teoria pseudo-

tridimensional ndo acopla esses fendomenos, admitindo que as tensdes totais sdo constantes de
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modo que a taxa de mudanca do excesso de poropressdo ¢ igual a taxa de mudanca de volume
em todos os pontos do solo (Schiffman, Chen, Jordan, 1967). Essa condi¢do s6 ¢ estritamente
verdadeira em casos especificos, como no adensamento unidimensional, devido ao fato do
incremento de tensdo total ser uniforme e igual ao carregamento aplicado.

Desse modo, usando o conceito de tensdo efetiva e uma relacdo tensao-deformagao
apropriada, existe uma relagdo direta entre o excesso de poropressao e a mudanga de volume.

A respeito do adensamento bidimensional, para casos de deformagao plana, Moreira e
Xavier (2003) apresentaram um modelo numérico eldstico linear para o caso de macicos de

solo carregados considerando comportamento isotropico e estratificacdo do perfil de solo.

2.4.3. Teorias de adensamento com deformacdes infinitesimais

Sdo aquelas teorias que adotam a hipotese de pequenas deformagdes. A primeira
formulagdo consistente nesta linha foi desenvolvida por Terzaghi (1925), que introduziu o
principio da tensao efetiva, fundamento principal da Mecanica dos Solos moderna que sera
abordado adiante neste trabalho.

Mesmo possuindo consisténcia, a teoria original de Terzaghi apresenta resultados
bastante divergentes daqueles observados no campo. Um dos principais motivos para tal
divergéncia ¢ a adocao de hipdteses que, na maioria dos casos, nao sdo observadas como:

a. solo saturado;

b. lei de Darcy ¢ valida;

incompressibilidade das particulas solidas e do fluido intersticial;

g 0

relacdo entre indice de vazios e tensao efetiva € Unica;
fluxo e deformagdes unidimensionais;
coeficiente de permeabilidade constante;

linearidade fisica (relagdo linear entre indice de vazios e tensdo efetiva);

= @ oo

linearidade geométrica (deslocamentos despreziveis em relagdo a espessura da
camada de solo);

i. forcas de massa ndo sdo consideradas;

As hipdteses (e), (f) e (g) sdo objeto de reformulacdo no ambito das teorias

infinitesimais.
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Diversos autores ndo adotam a hipotese (e). Dentre estes se destacam Biot (1941) e
Rendulic (1936).

Biot (1941) tratou o problema das deformagdes e o problema do fluxo de maneira
acoplada de modo que a tensdo total ndo permanece constante durante o processo de
adensamento mesmo sem alteracdes no carregamento. Tal efeito ¢ chamado de Efeito
Mandel-Cryer (Mandel, 1953 e Cryer, 1963) e aparece devido a necessidade de
compatibilidade das deformacdes laterais (Schiffman et alii, 1969).

Rendulic (1936) expandiu a teoria de Terzaghi para o espaco tridimensional, mas
tratou o problema do fluxo de modo desacoplado em relagdo ao problema das deformagdes.
Isto originou a teoria “pseudo-tridimensional” ou teoria de Terzaghi-Rendulic.

Outros autores fizeram alteracdes nas hipoteses (f) e (g) mantendo o adensamento
unidimensional, mas adotando relagdes constitutivas nao-lineares. Schiffman et alii (1964)
admitiram que a compressibilidade e o coeficiente de permeabilidade variavam com a
profundidade, j4 Davis e Raymond (1965) adotaram uma relacao entre tensao efetiva e indice
de vazios do tipo exponencial.

Existem ainda trabalhos que ndo consideram as hipdteses (e), (f) e (g) como os de
Osaimi e Clough (1979) que adotam o modelo hiperbolico de Duncan e Chang (1970) para a
relagdo tensdo efetiva versus deformacao e Almeida e Ortigdo (1982) que adotam o modelo

elasto-plastico Cam-Clay de Roscoe et alii (1958) para esta relagao.

2.4.4. Teorias de adensamento com deformacoes finitas

Entende-se por teorias do adensamento com deformagdes finitas aquelas que adotam a
teoria de grandes deformacdes.

A teoria do adensamento com grandes deformacdes foi formulada por Gibson et alii
(1967) baseada nos trabalhos de Ortenblad (1930), Mcnabb (1960) e Mikasa (1963). Esta
considera as nado-linearidades geométrica e fisica do problema. Também leva em conta a lei
de Darcy-Gersevanov (1934), que corresponde a uma forma mais geral da lei de Darcy em
que a velocidade ¢ a velocidade relativa entre a 4gua intersticial e as particulas solidas. Nesta
formulagdo a varidvel fundamental ¢ o indice de vazios, considerando-se uma camada com
pequena espessura. Foi mantida a unidimensionalidade do adensamento.

Gibson et alii (1981) aplicaram esta formulagdo a uma camada de grande espessura,

considerando as for¢as de massa.
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Ainda nesta linha de trabalho, Koppula (1970) desenvolveu uma formulagao em que a
variavel dominante ¢ a poropressao.

Pinto (1988) apresentou formulagdo para a teoria do adensamento unidimensional com
grandes deformacdes.

Alguns autores como Poskitt (1969), DeSimone e Viggiani (1976), Schiffman et alii
(1981), Pane (1981) e Azevedo e Pinto (1988) usaram a teoria com grandes deformacdes para
resolver casos historicos.

A respeito de teorias tridimensionais considerando grandes deformacdes na teoria
acoplada podem ser citadas as de Carter et alii (1977, 1979), Krause (1977) e Szavite-Nossan
e Schiffman (1979).

2.5. ENSAIOS DE LABORATORIO

Ensaios de laboratorio sdo realizados com objetivo de descrever e classificar o solo,
investigar suas propriedades mecanicas e hidraulicas bésicas e determinar os valores de seus
parametros.

Sao realizados ensaios para descri¢do e classificagdo como os de granulometria por
peneiramento ou sedimentacdo, para determinacdo dos limites de Atterberg, para
determinagdo da resisténcia e da trajetoria de tensoes, etc.

Dentre os testes de carga destacam-se o ensaio de compressdo unidimensional
(compressdao oedométrica), os ensaios de cisalhamento e os triaxiais. Todos estes podem ser
drenados ou ndo-drenados e podem ter tensdo ou deformagao controladas.

O ensaio oedométrico sera modelado neste trabalho e, portanto, abordado na secao
seguinte.

Lambe e Whitman (1979) e Atkinson (1993) apresentam de forma bastante elucidativa

os demais ensaios que se encontram além do escopo deste texto.

2.5.1. Ensaio de compressao e adensamento unidimensional (oedométrico)

Neste ensaio, a amostra de solo ¢ um disco contido em um cilindro rigido de metal de
modo que a deformagao radial ou horizontal € igual a zero. Desse modo, a deformagao axial ¢
igual a deformacgao volumétrica. Discos porosos no topo e no fundo do aparelho agem como

drenos.
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No aparato convencional, a tensdo axial ¢ aplicada através da adigdo ou remogao de
pesos, logo a tensdo € controlada e a carga ¢ aplicada em estagios. A deformacgdo axial pode
ser facilmente medida.

As poropressoes no topo sdo iguais a zero. Dependendo do oeddmetro, a poropressao
no fundo podera ou ndo ser medida bastando, para isso, impedir a drenagem na parte inferior
do aparelho.

O ensaio pode ser utilizado para investigar a compressdo e expansdo do solo ou o
adensamento. Sua popularidade encontra-se na simplicidade de realizagdo bem como no fato
das condicdes de deformagdo serem similares as encontradas em problemas reais. A figura 2.1

traz um esquema da aparelhagem de ensaio.

Oy, &y

P=0

Ex=0

Figura 2.1 — Esquema da aparelhagem para o ensaio oedométrico

2.6. PARAMETROS DE POROPRESSAQO

Nesta secao sera discutido como os acréscimos de tensdes totais sdao repartidos entre a
fase liquida e o esqueleto solido do solo. Este serd um ponto importante para o modelo
numérico utilizado. Esta formulacdo encontra-se mais detalhada em Lambe e Whitman
(1979).

No caso das argilas, pode-se dividir o carregamento em duas fases: nao drenada e
dissipacao.

E simples reproduzir essa situagdo em um ensaio triaxial, bastando aplicar a carga com
a linha de drenagem do fluido intersticial fechada, medir os excessos de poropressao e entdao

abrir a linha de drenagem, permitindo a dissipagao do excesso de poropressao.
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Em solos com a presenga de siltes, a dissipagdo do excesso de poropressao comeca
durante a aplicacdo do carregamento e continua apds o carregamento total ser alcangado,
impossibilitando a separagdo do carregamento em dois estagios distintos.

No caso de areias e solos de granulometria mais grossa, a dissipacdo do excesso de
poropressao € tdo rapida que torna impossivel medir a evolugao da pressdo neutra durante o

processo. A Figura 2.2 ilustra o problema.

Aoy = Ap (2.3)
Aq
aterro ~z
areia
acréscimo inicial
de poro-presséo
argila
areia

Figura 2.2 — Excesso de poropressao em uma camada argilosa

Na condi¢do oedométrica (fase ndo drenada), o acréscimo de tensdo total é transmitido

integralmente para a fase liquida, gerando excesso de poropressao, como mostra a Figura 2.3.

Ap
AG»]

45°

G 1

Figura 2.3 — Excesso de poropressao na condi¢do nao drenada
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A relagao entre o excesso de poropressdao e o acréscimo de tensdo ¢ chamada de
parametro C:

A
oo bp

~ o (2.4)

2.6.1. Evolucao da pressio neutra no ensaio oedométrico

Denominando C! a compressibilidade do esqueleto sélido, de acordo com a Figura

2.4, tem-se:
v v
V, V,
WA\
AV c=4&v 1 Y ¥
Vi &g, Vo Ao T\
"V, Ap
o' P

Figura 2.4 — Compressibilidade do esqueleto s6lido e da agua

Na fase ndo drenada a condicdo é que a alteragdo do volume do esqueleto solido V

seja igual a variagdo no volume de vazios V,
AV, = AV, (2.5)

sendo
AV, =V,C,Aoy e AV, =nVCAp (2.6)

onde n ¢ a porosidade do solo.

Pelo principio da tensdo efetiva, tem-se

Ao, =Ao,—Ap (2.7)
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Desse modo

VoC.. (Ao, —Ap)=nV,C Ap (2.8)

Definindo como C a razdo entre o acréscimo no excesso de poropressdo Ap ¢ o

acréscimo de tensdo total, tem-se

C=; C=1

1+n&
cl

(2.9)

2.7. OBTENCAO DOS PARAMETROS PARA COMPRESSAO ISOTROPICA E
COMPRESSAO TRIAXIAL

Para chegar-se aos parametros de poropressao para deformacdo plana, serdo vistas,
primeiramente, algumas situagdes. Maiores detalhes podem ser encontrados em Lambe e

Whitman (1979).

2.7.1. Parametro para carregamento de compressao isotropica

Considerando o elemento da Figura 2.5

Figura 2.5 — Elemento sujeito a um carregamento tridimensional isotropico
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para um carregamento tridimensional, a mudanga de volume do esqueleto solido ¢

AV, =V,C!AG; +V,C2Ac; +V,ClAo, (2.10)
e a alteracdo do volume de vazios vale
AV, =nV,C, Ap (2.11)
Como o carregamento ¢ isotropico

Ao, =Ao, =Ac, =Ac e Ao, =Ac,=Ac;=Ac—-Ap (2.12)

A mudanga no volume do esqueleto sélido ¢ a mesma do volume de vazios, entdo

nV,C Ap =V,C!Ac; +V,C}Ac, +V,C Ac; (2.13)
se
c=C (2.14)
tem-se
Ap  Cl+2C 515
Ao nC, +C' +2C° @15)
Sendo o solo isotrépico
cl=C’=C (2.16)
Chamando de A4 o parametro de poropressao para carregamento isotropico, tem-se
Ap 1
A — —
Ao 1+nC, /C, @.17)
onde
AV 1
C,=——
3 V. Ao (2.18)

sendo Ao © 0 acréscimo de tensdo uniforme em todas diregoes.
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Para solos saturados sob condi¢des naturais de pressdo, o fluido intersticial ¢

incompressivel, ou seja, C, = 0. Desse modo, 4 = 1.

2.7.2. Poropressao gerada por tensiao uniaxial

Nessa situagdo, o elemento estd sujeito a um carregamento uniaxial, com livre
expansdo lateral. As curvas de compressdo na Figura 2.6 foram obtidas do esqueleto sélido
para um carregamento drenado. Com amostra com V/V, = 1, a tensdo principal maior ¢
aumentada enquanto as demais tensdes principais sao mantidas constantes, obtendo-se a curva
de compressdo. As curvas de expansao sao obtidas mantendo constante a tensdo principal o; €

diminuindo as tensdes principais o € o3.

Ao,
I
CAV 1
AV, Ao, \V4 ‘
N -
_AV I e
C= AV, Ac,
Ao,
AV 1
C= AV, Ao,
G \l

Figura 2.6 — Elemento sujeito a compressao uniaxial e curvas de expansao

Com o acréscimo de tensao

Ac; = Ao, —Ap (2.19)

Ao, =Ac;=-Ap (2.20)
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e sabendo que

AV, = AV, (2.21)

A relacdo entre o acréscimo de excesso de poropressdo e a tensao principal €

Ap 1
Ao, 1+nC,/C'+C?/Cl+C?/C! (2.22)
se CS2 = Cf , 0 parametro de poropressao D vem a ser
A 1
p=-" (2.23)

Ao, 1+nC,/C'+2C°/C!

Considerando o solo elastico e isotrdpico, o coeficiente de compressibilidade ¢ igual

ao coeficiente de expansdo em todas as diregdes:

C;=C =C (2.24)

Entao

1

P=3icc (2.25)

2.7.3. Poropressao causada por tensio triaxial

A Figura 2.7 mostra um elemento de solo sujeito a tensdes triaxiais, onde o, =0;.
Considera-se que o elemento estd submetido a uma condi¢do de carregamento isotropico de
valor Acs e lhe ¢ aplicado no plano da tensao principal maior um aumento de tensdo chamada

de tensdo desviatoria que equivale a Ao, —Ao;.
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Ao, — Ao,
e
Aoy, | . | T Acy
A
Ao,
Ao, — Ao,

Figura 2.7 — Elemento sujeito a carregamento triaxial

Do modelo desenvolvido para carregamento isotropico, a partir da equagdo (2.17)

conclui-se que

Ap = AAo, (2.26)

A poropressao gerada pela tensdo desviatoria € semelhante aquela causada por uma

tensdo uniaxial. Da equacdo (2.23) pode-se escrever

Ap=D(Ac, - Ac) (2.27)

Entdo, somando as equagdes (2.26) e (2.27), a poropressdao gerada por um estado de

tensOes triaxial €

Ap =(A-D)Ac, + DAo, (2.28)

Sendo o solo saturado e a agua incompressivel, 4 = 1 e D = 1/3. A equacdo (2.29)

passa a ser

2 1
Ap :§Aa3 +§AO'1 (2.29)

2.7.4. Poropressao causada no estado plano de tensoes

Sendo um elemento de solo sujeito a tensoes nas diregdes x e z (Figura 2.8), podendo

deformar-se nessas dire¢des, porém sem deformar-se em y, faz-se uma analise semelhante ao
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caso de tensdo triaxial. Separadamente determina-se um parametro para um carregamento AG,
aplicado igualmente nas duas direcdes e outro para uma tensao aplicada no plano da tensao

principal maior com valor Ao, —Ao,.

Para um carregamento bidimensional, a mudanga de volume do esqueleto solido ¢
AV, =V,C!Ac; +V,C’Ac; (2.30)
e a alteracdo do volume de vazios ¢
AV, =nV,C Ap (2.31)

Ao,

Ao,

Figura 2.8 — Elemento sujeito a um estado plano de tensdes.

Como
AV, = AV (2.32)
e
Ao, =Ac,=Ac" =Ac—-Ap (2.33)
obtém-se
Ap Cc1 + Cc2
(2.34)

Ao nC,+C +C

sendo o solo isotrépico, C' =C’, entio define-se como B o pardmetro de poropressdo de

tensOes bidimensionais.
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Ap 1
B = =
Ac 1+nC,/C, (2.35)
onde
c2 T VO Ao ( . )

sendo Ao © 0 acréscimo de tensdo uniforme nas duas diregdes.
Para solos saturados sob condigdes naturais de pressdo, a dgua € incompressivel, ou

seja, C, =0. Entdo B = 1.

2.7.5. Deformacao plana com tensiao uniaxial

Seja o elemento de solo na Figura 2.9, o qual esta sujeito a um carregamento vertical

de valor Ao, e livre para deformar-se em x € z, mas ndo deformavel em y.

Ao, Ao,

X
Ao
y AGI 1

Figura 2.9 — Carregamento unidimensional com deformacgao plana

Da mesma forma que foi analisado no caso tridimensional, as alteragdes de volume

AV, =nV,C Ap (2.37)

AV, =V,C! (Ao, - Ap)+V,C} (-Ap) (2.38)
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Como AV, =AV, e considerando o solo elastico e isotropico, obtém-se da relacdo

entre o acréscimo de excesso de poropressao e o acréscimo de tensdo total o pardmetro A4

para deformagao plana

Ap 1
Ao, 2+nCW/Cc',

A= (2.39)

Para o estado plano de tensdes, onde atuam duas tensdes principais o, € o,, faz-se a

combinagdo das situagdes de carregamento uniaxial e bidimensional.
Entdo, combinando as equagdes (2.35) e (2.39), a poropressdo gerada por um estado

plano de tensoes ¢

Ap=BAc;+A(Ac, - Ac) (2.40)

Sendo o solo saturado e a 4gua incompressivel, B=1¢e 4 = 1/2, a equagdo (2.40) passa

a S€r

1 1
Ap 25A0'3 +EAO'1 (2.41)

Assim, a partir das tensdes principais totais, determina-se a condicao inicial para o excesso de

poropressao.
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3. FORMULACAO

3.1. INTRODUCAO

Esta secdo apresenta uma formulagdo do problema acoplado do adensamento em duas
dimensdes. A considera¢do de duas dimensdes representa uma simplificacdo significativa da
complexidade do problema geral. Duas situagdes sdo particularmente uteis na aplicagcdo
pratica, sendo essas relacionadas aos problemas de deformagdo plana e aos problemas com
simetria axial. A formulagdo de problemas de deformagdo plana pode ser considerada um
caso particular da formulagdo do problema com simetria axial. Por essa razdo, este trabalho
apresenta apenas o detalhamento da formulagdo de problemas com simetria axial. Detalhes
sobre formulagdo e andlise de situagdes de deformagdo plana podem ser encontrados em
Moreira e Xavier (2003).

A formulagdo apresentada aqui consiste na utilizagdo do método dos residuos
ponderados para a integracdo espacial no dominio do elemento e da integragdo direta no
tempo a partir da utilizacdo de algoritmos Hermitianos. O método dos residuos ponderados
baseia-se na formulagdo de Galerkin, segundo a qual as fun¢des de ponderacdo sdo as mesmas
fungdes de interpolagdo.

O sistema de equacdes diferenciais € composto pelas equagdes de equilibrio e pela
equacdo da conserva¢do da massa para um volume de controle do solo. Essas equagdes sdo
expressas em coordenadas cilindricas nas quais as varidveis dependentes independem da
coordenada angular, de modo que as mesmas podem ser formuladas em fun¢do da coordenada

radial e da coordenada vertical.

3.2. EQUACOES DIFERENCIAIS PARA PROBLEMAS COM SIMETRIA AXIAL

As equacgdes diferenciais de equilibrio de um elemento de solo para problemas com

simetria axial s3o (Timoshenko e Goodier, 1980):

oo, , oz, L0705y

X

+7f =0 3.1
Ox oy X /s (3-1)
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or, Oo, T,
—a“y +—r L4 f =0 (3.2)
x Yy ooX

Nestas equacdes, x ¢ coordenada radial, & ¢ a coordenada circunferencial e y ¢é a
coordenada vertical, o, o, e g, sdo as tensdes normais nas respectivas diregoes e 7, sdo
as tensoes cisalhantes nos planos xy e yx.

A equacdo diferencial da conservacdao da massa de fluido intersticial em coordenadas
cilindricas para problemas independentes da coordenada circunferencial pode ser expressa

como (Zienkewicz e Taylor, 1991):

0
o, v 08 (3.3)
ox oy ot

Onde ¢, ¢ a deformagdo volumétrica, v, € a componente radial ¢ v, € a componente

vertical da velocidade do fluido intersticial.
Estas equacdes possuem sete incognitas que sdo as quatro tensoes, as duas componentes
da velocidade do fluido intersticial e a deformagdao volumétrica. A seguir serao abordadas

algumas relagdes auxiliares para tornar o numero de incognitas igual ao nimero de equagdes.

3.2.1. Principio da tensao efetiva

O principio da tensdo efetiva pode ser escrito na seguinte forma vetorial:

6=06 +mp (3.4)
Sendo
T
c II:Gy o, O, Txy} (3.5)
' ) ) ' v T
c = |:O'y o, O, Txy] (3.6)

m=[1 11 0] (3.7)
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Onde 6 ¢é o vetor de tensoOes totais, ¢ ¢é o vetor de tensOes efetivas, m ¢é o vetor

equivalente ao delta de Kronecker e p ¢ a pressdo no fluido intersticial.

3.2.2. Relacao constitutiva do solo

A relacdo entre a tensdo efetiva e as deformacdes ¢ estabelecida por meio da matriz
constitutiva do solo. Para um elemento de solo com simetria axial e anisotropico essa relagao

pode ser escrita como:

1-v} n,(1+v,) nv,(1+v,) 0
P nv, (1+v,) (1 nvz) (vl+nv22)n 0
C= . 3.8
(1+v1)(1—v1—2nv22) nv, (1+v,) (vl+nvz)n n(l—nvzz) 0 (3-8)
0 0 0 m(1+v,)(1-v, —2nv;)
Sendo n:ﬂ e m:i.
E2 E2

Onde E, e E, sdo os modulos de Young nas diregdes x €y, v, € v, sdo os coeficientes
de Poisson nas dire¢Oes x €y, respectivamente € G, ¢ o modulo de elasticidade transversal na

direcdo y.

3.2.3. Lei de Darcy

A lei de Darcy estabelece a relag@o entre a velocidade do fluido intersticial e o gradiente
da carga hidraulica total (/4). Para um elemento com simetria axial de um material
anisotropico onde as dire¢des radial e vertical sdo direcdes principais de permeabilidade, a lei

de Darcy pode ser expressa como:

vl [k O0])ax
v (=0 & ||an (3.9)
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Onde v, ¢ a componente da velocidade na diregdo x, v, € a componente da
velocidade na dire¢do y, k., € o coeficiente de permeabilidade na direcdo x e k, € o

coeficiente de permeabilidade na direcdo y .

3.2.4. Relacao deformacio versus deslocamento

A relacdo deformacdo versus deslocamento é obtida a partir da adog@o de hipdteses
cinematicas sobre o deslocamento e a deformacdo. No caso mais simples corresponde as
hipéteses de pequenas deformagdes e pequenos deslocamentos, ou seja, linearidade
geométrica do problema. Neste caso, as deformagdes se relacionam com os deslocamentos da

seguinte forma (Timoshenko e Goodier, 1980):

— — —+— (3.10)
oy Ox x 0y Ox

{8\/ ou u Ou OV}T
= +

3.2.5. Relacio entre o gradiente hidraulico e o excesso de poropressao

A determinacdo da relagdo entre o gradiente hidraulico e o excesso de poropressao
requer a expressdo da carga hidraulica total em fun¢do do excesso de poropressdo. A carga

hidraulica total pode ser determinada com base na Figura 3.1.

piezbmetro

-

l
0
° ﬁ‘/

o
%<ﬂ,;
Q
>

Figura 3.1 — Esquema para a determinacdo da carga hidréulica
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h=y+h, (3.11)

Onde £ ¢ a carga hidrdulica total, z ¢ a carga de posig@o e £, ¢ a carga piezométrica.

A carga piezométrica pode ser calculada pela seguinte formula:
h,,=a’—y+y£ (3.12)

Onde d ¢ a profundidade medida a partir da superficie freatica, y ¢ a coordenada
vertical, p € o excesso de poropressdo e y, € o peso especifico da dgua. No caso mais geral,

o referencial para estabelecer a carga de posicdo pode ndo coincidir com a origem da

coordenada vertical. Nestas condigdes, a expressao da carga hidraulica total fica:

h=y+y,+d-y+L=y +a+ L (3.13)

w w

Como resultado, o gradiente hidraulico pode ser escrito na seguinte forma matricial

dh) 1L |[dp

dx | | 7w dx 314
dan (= 1 | dp (3.14)
_ 0 I e
dy 7, | ldy

3.2.6. Determinacao da deformacao volumétrica

A deformacao volumétrica pode ser obtida mediante a soma das deformagdes nodais:

& =€ +t¢e +¢& —(fj—u+@+z 3.15
v x y 1 ax ay X ( . )

3.3. FORMULACAO PELO METODO DOS RESIDUOS PONDERADOS

Solugdes analiticas das equagdes diferenciais que governam o fenomeno do
adensamento sé sdo possiveis para problemas simples no que diz respeito a geometria e ao

carregamento. Nos casos mais gerais, a solucdo s6 pode ser obtida de maneira aproximada por



Capitulo 3 — Formulagdo Pagina 42 de 92

intermédio de métodos numéricos. Este trabalho utiliza o método dos residuos ponderados
para a integracdo espacial das equagdes diferenciais do adensamento. O método dos residuos
ponderados consiste na aproximacdo das varidveis dependentes que, para o caso em estudo,

toma a seguinte forma:

u(x,y,t):ui(t)Ni(x,y) (3.16)
v(x,y,t):vi(t)Ni(x,y) (3.17)
p(x,y,t)zpi(t)]\_/i(x,y) (3.18)

onde u, v e p sdo fungdes aproximadas dos deslocamentos nas direcdes radial e vertical e
do excesso de poropressdo, respectivamente, u,(¢), v,(¢) e p,(¢) sdo coeficientes a

determinar correspondentes as varidveis dependentes enquanto que as fungdes N, e N, sdo

conhecidas e chamadas de fun¢des de interpolacdo ou de forma. Note-se que as expressoes

(3.16), (3.17) e (3.18) utilizam notagdo indicial, isto €, u,N, corresponde a soma do produto

dos coeficientes pelas fungdes de interpolagdo.
A utilizacao das aproximacoes das varidveis dependentes nas equagdes diferenciais de
governo produz valores residuais, que devem ser minimizados. O processo de minimizagao do

residuo usado pelo método dos residuos ponderados consiste das seguintes equacdes integrais

do. 0r, o -0
rp Py x T £ IWdQ=0 1
IQl: ox oy X fl} ' (3.19)
ot oo, T
— =+ =+ f, WdQ=0 _
IQ|: Ox oy X fy} i (3.20)
0 _
[ P M % \paa =g (3.21)
@ ox Oy ot

onde W, ¢ W, sio fungdes de ponderagdo do erro e Q ¢é o dominio de integragdo cuja

1 1

descrigdo encontra-se na sec¢ao 3.5.
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As equagdes (3.19), (3.20) e (3.21) correspondem a chamada formulagdo forte de
residuos ponderados. Alternativamente pode-se usar a chamada formulacdo fraca que pode ser
obtida da forma mostrada a seguir.

Primeiramente considera-se a seguinte identidade:

@ olm) o

4 ox; Oox, Ox,

(3.22)

A demonstracdo da obtencdo da formulagdo fraca serd feita apenas para a primeira
equagao diferencial. As demais equacdes diferenciais seguem o mesmo procedimento.

Usando a identidade (3.22), pode-se escrever a primeira equacdo diferencial como:

[ Slem)-o. 2oe ) r, P T g i=o

A seguir, considera-se as integrais das parcelas:

.[Q{a—i(axVK)+%(rxyWi)}dQ (3.24)

O integrando de (3.24) pode ser identificado como o divergente de um vetor

F=0We +1,Wg, (3.25)

onde ¢ e e, sdo vetores unitarios nas diregdes 1 e 2, respectivamente. Usando o teorema da

divergéncia de Gauss:
jQV-FdQ:er-ndr (3.26)

onde I' é o contorno do dominio Q. Entdo:

[ alom) e empa=[on s nprar o
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Logo, chega-se a:

jﬂ(a aa_V:+ xyaa_pf_%mjm= jﬂ fWdQ+ L(axnl+fxyn2)mdr (3.28)

A segunda equagao diferencial fica:

W
jg[rw ja’ = [ £ WdQ+ ] (z,m+o0,m WdT (3.29)
A terceira equacdo diferencial envolve a derivada da deformacdo volumétrica no
tempo:
O¢, _Ofdu dv u)_0(du 8 dv ldu
—t—+— — (3.30)
or o\ dx dy x ax dt 8y dt x dt
ou seja:
0 ov,
|22 % paa | | o (a”j iiﬁj—la_” WdQ (331
ol ox oy 8x ay oxl o oy\ot) x ot

Usando o mesmo procedimento que foi adotado para obtencdo da formulagdo fraca

chega-se a:

I v, 8Wi+v OW, _du oW, _dv oW, +la—uVI_{ Q:I (v ntv.n, Wdl“-i—j (—nl @nzjﬁfidr (3.32)
Q ox oy dt ox dt Oy x ot ot

As diferentes formulagdes do método dos residuos ponderados sdo estabelecidas a
partir da defini¢do das fun¢des de ponderacao VI_/I e W.. Este trabalho utiliza a formulagao
desenvolvida por Galerkin, a qual adota funcdes de interpolagdo como fungdes de
ponderagdo, isto é, W, =N, e W, = N,.

Substituindo essas fungdes nas equagdes integrais resulta em:

I(JX%H @Jr&zv)dgzp (3.33)
o P

J- [r ,%4-0 ﬂ Q=F, (3.34)
Q
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oN, ON, ouoN, ovoN, 10u -
J. v, +v, -—— -— +——N, dQ=P, (3.35)
Q ox oy Ot Ox Ot Oy x Ot

As fungodes F,

xi?

F, e B estdo relacionadas com as condigdes de contorno e serdo

discutidas mais tarde neste trabalho no contexto de formulacao do elemento finito.

3.4. INTEGRACAO NO TEMPO

A aplicagdo da formulacdo de Galerkin para a integracdo espacial das equagdes
diferenciais do adensamento resultou em equacdes integrais que possuem derivadas no tempo
dos deslocamentos nodais (conforme equag¢do (3.35)) no dominio da resolugdo.
Conseqiientemente, ¢ necessario efetuar-se a integracdo no tempo dessas derivadas ou, de
maneira equivalente, estabelecer a relacdo entre as derivadas e as fungdes propriamente ditas.
A integracdo no tempo pode ser feita a partir do método das diferencgas finitas. Por exemplo,

tomando a expansao temporal do deslocamento radial em série de Taylor

2

u(x,y,t +At) =u (x, y,t)+a—u(x, y,t)At +ia—?(x, y,t)At2 +... (3.36)
ot 2! ot
e truncando a série no segundo termo, pode-se aproximar a velocidade de deformacao por:

a_u_ u(x,y,t+At)—u(x,y,t)

= 3.37
ot At G.37)

Denotando o deslocamento no tempo ¢ como u* e o deslocamento no tempo ¢+ At

como u*"", pode-se escrever que:

81/[ uk+1_uk

—(x,y,t)=— 3.38

ot (xo3.1) At (5-38)
Analogamente,

ov Ve

—(x,y,t)=— 3.39

ot (xo3.1) At (-39)

A adocdo deste método para calcular as derivadas temporais aponta para um processo

de solug¢do incremental onde os valores no tempo ¢ (k) sdo conhecidos e os valores das
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variaveis no tempo t+At (k+1) sdo desconhecidos. O intervalo de tempo de cada
incremento € Af. A questdo agora ¢ definir o tempo neste intervalo para o qual as varidveis
dependentes sdo aproximadas. Neste trabalho adota-se uma variacdo linear das varidveis

dependentes no intervalo At (como mostra a figura 3.2) para o deslocamento radial.

Figura 3.2 — Variacdo de u ao longo de t

u(t)—u(ty) _u(ty+At)-u(t,)

t—t, At

(3.40)

u(t):u(t0)+[u(t0+At)—u(t0)](t_t0j (3.41)

At

Chamando ¢ = (t —f
At

j, u(ty)=u" e u(t,+Ar)=u"", entdo:

u(t)=(1-¢)u" +u*" (3.42)

Observa-se que para ¢ =0 as equagdes sdo escritas para o tempo f, e para =1 as

equagdes sdo escritas para o tempo ¢+Afz. No primeiro caso diz-se que o algoritmo ¢
explicito enquanto que no segundo caso o algoritmo ¢ dito implicito. Outros valores notaveis
de ¢ sdo 0,5, que corresponde ao algoritmo de Crank-Nicholson e 2/3, que corresponde ao

algoritmo de Galerkin.

3.5. FORMULACAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O desenvolvimento do método de Galerkin apresentado na se¢do anterior ndo abordou

0 dominio de andlise do problema do adensamento. A formulacdo do método dos residuos
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ponderados ¢ bastante flexivel quanto a escolha do dominio de integracdo. No entanto, uma
boa aproximagdo das varidveis dependentes exige um nimero grande de pontos de controle e,
por conseqiiéncia, um grande nimero de fungdes de interpolacdo no caso da utilizagdo de um
dominio grande, ou, alternativamente pode-se dividir o dominio em varios subdominios,
chamados de elementos finitos, para os quais as aproximagdes das variaveis dependentes
podem ser feitas por meio de um numero reduzido de pontos de controle e fungdes de
interpolacdo simples, tais como polindmios. A segunda metodologia ¢ chamada de elementos
finitos.

No método dos elementos finitos o dominio ¢ dividido em subdominios de forma
definida — chamados de elementos finitos. Os pontos de controle em cada elemento finito sao
0s nds. A comunicagao dos diversos elementos com seus vizinhos ocorre através dos nos.

Este trabalho adota elementos finitos isoparamétricos quadrilaterais. Isto ¢, o elemento
¢ um quadrilatero e as coordenadas dos pontos no interior do elemento s3o interpoladas a
partir das coordenadas nodais e das mesmas fungdes de interpolagdo usadas na aproximagao
das variaveis dependentes. A adocdo deste tipo de elemento ¢ conveniente, pois € possivel
aumentar o nimero de no6s (pontos de controle) sem alterar a geometria do elemento.

A formulagdo de elementos isoparamétricos utiliza um mapeamento do elemento

através de coordenadas naturais como mostra a figura.

i |
(1.y1) (-L1) (L1)

)
]

(x5,y2)

"y

(x2.y2)

(-1,-1) (1,-1)

(%s,¥3)

Figura 3.3 — Esquema de mapeamento de um elemento

As coordenadas de um ponto no interior do elemento sao interpoladas por:

x, =x,N, (r,s) (3.43)
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As derivadas das varidveis dependentes em relacdo as coordenadas (x;) estdo
relacionadas com as derivadas destas fungdes em relacdo as coordenadas naturais (r,s) por

meio da seguinte forma matricial (em duas dimensoes):

0 ox oyl|o

or or Or||ox

= 3.44
o7 al||e G4
Os O0s 0Os]|oy
sendo que a relagdo inversa ¢é:
o) [ar &](e
o ox ox||or
o a1 (3.45)

0 or Os || o

5 5 5 os
onde a matriz da expressdo (3.44) ¢ a matriz Jacobiana.

O desenvolvimento apresentado a seguir considera apenas elementos isoparamétricos
quadrilaterais de quatro nos. A extensao dos resultados para elementos com niimeros de nos
superior pode ser feita de maneira similar.

Tomando como base o elemento isoparamétrico de quatro nés mostrado na Figura 3.3
tem-se, para o caso do adensamento, 12 incdgnitas, sendo estas os valores nodais das
componentes de deslocamento (u#, v) e o excesso de poropressao ( p ). O proximo passo €
expressar as deformagdes, as tensdes € a velocidade do fluido intersticial em funcdo dos
valores nodais das varidveis dependentes. Neste trabalho essas varidveis sdo armazenadas

num vetor u, na seguinte ordem:

T
uL:[ul Vi Uy V, Uy V3 Uy Vg P Py Ps p4] (3.46)

onde u, sdo as componentes dos deslocamentos nodais na diregdo x, v, sdo as componentes

dos deslocamentos na dire¢do y e p, sdo os excessos de poropressdo nodais. Outra

~ T ~ .
representagdo pode ser u, = [u p] onde u sdo as oito componentes dos deslocamentos e p

sd0 as quatro poropressoes. Usando a segunda notacdo pode-se escrever que a relagdo entre as

deformacdes e os deslocamentos pode ser escrita na seguinte forma matricial:
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¢=Bu (3.47)

Para o caso de problemas com simetria axial &€ ¢ o vetor de deformag¢des definido pela

eqg. (3.10) e B ¢ definida por:

0 M, N, 0N, ON,]
y y oy y
B=| & X o ~ (3.48)
P A S S A
X X X X
ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON, ON,
| oy Ox 0Oy ox dy oOx Oy Ox |

As tensdes estdo relacionadas com as deformagodes através da matriz constitutiva

(equagdo (3.8)) de tal forma que:
6=Ce=CBu (3.49)

A expressdo da velocidade intersticial em termos dos excessos de poropressdo nodais

pode ser feita da seguinte maneira. O gradiente de pressao pode ser expresso como:
Vp =Dp (3.50)

onde a matriz D ¢é:

ON, ON, ON, ON,

| &oa a O (3.51)
ON, ON, ON, 0N, '
dy o oy

A velocidade do fluido intersticial ¢ dada por:

1
v=——k,Dp (3.52)

w

onde k, ¢ a matriz de permeabilidade do solo € y, ¢é o peso especifico do fluido intersticial.
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Uma vez que o vetor de tensdes e o vetor velocidade do fluido intersticial foram
expressos em termos dos deslocamentos e poropressdes nodais, essas expressoes podem ser
substituidas nas equacdes integrais de governo (3.33), (3.34) e (3.35).

Usando a notacdo vetorial pode-se escrever:

T _
IQB 6dQ=F (3.53)
[ D"vaq+ | D’ Mia-p (3.54)
Q Q é’t

A derivada u pode ser aproximada pela expressao (3.42) de tal forma que

u=(1-¢)u" +Su*" (3.55)

Substituindo nas expressoes:

[ B'odQ= ( IQBTCBdQ)u+( _[QBTNdQ)p (3.56)
IQDTde = —(yi IQDTkadQ]p (3.57)
IQDT%dQ =i IQDTu“‘dQ—ijQDTu"dQ (3.58)
(IQBTCBdQ)u+( [ B'Nao)p=F (3.59)

é[ [ DTGdQJ(u"“ —u")—[yiw JQDTkadQ]p =P (3.60)

sendo

N, N, N, N,

_ [N, N, N, N

N=| ' *» 2 ¢ (3.61)
N, N, N, N,
0 0 0 0
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. [kx 0}
"0k,

N ON O N O N, O
0O N O N 0 N, 0 N,

Ou em forma matricial:

ku—k,p=F

k, (uk+1 —uk)—k4Atp =P

Para u e p tem-se entdo:

u

(1-&)u* +u*!

p=(1-¢)p +¢p™

ou
ll=¢ll/lk +¢2uk+l
p= (/71pk + (/72171(+1
sendo
Q= 1- é/ Q= é/
chega-se a:

I
=]

k, (¢1uk +¢2“k+1)_k2 (¢1Pk +¢2pk+l)
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(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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ks (“kJr1 _“k)_k4At(¢1pk + ¢2pk+l) =P (3.72)

Note-se que os valores de u* e p* sdo conhecidos pela condi¢do inicial. Nestas

condi¢des, as parcelas envolvendo estes termos podem passar para o lado direito da igualdade,
ou seja, as expressoes (3.71) e (3.72) podem ser escritas como:

P,k — .k, =F - (/’1k1”k + ¢1k2pk (3.73)
k'™ — @,k Atp"™ =P+ k" + gk, Atp" (3.74)
al= (3.75)
|:A21 4y pk : F,
Na tabela 3.1 tem-se os coeficientes da equacgao (3.75).

Tabela 3.1 — Coeficientes da equagdo (3.75)

i Ail Aiz F;
1 ok -pk, F-pku* +okp*
2k -k, P+ku" +okAp*

As matrizes A4, formam a matriz "de rigidez" do elemento finito.

Na formulacdo apresentada nas se¢des anteriores ndo se discutiu os termos F ¢ P.
Esses termos estao relacionados com a integracao das forgas de volume ao longo do dominio
e a implementacao das condi¢des de contorno.

A consideracdo das forcas de volume que, na quase totalidade dos casos,

correspondem as forgas gravitacionais ¢ feita mediante as integrais:

F,=[ f.NdQ (3.76)

F,=[ f,NdQ (3.77)
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Essas integrais correspondem a um vetor de oito posi¢des assim arranjado:

T
F=|F, F, F, F, F, F, F, F,] (3.78)

Por outro lado, as condi¢des de contorno podem ser divididas em dois tipos, sendo um
relativo a fronteira de um elemento com outro elemento finito (contorno interlemento) e outro
sendo que a fronteira do elemento aproxima o contorno do dominio total de andlise, conforme

mostra a figura:

Contorno I
Dominio €2

Figura 3.4 — Dominio, contorno e sentido de integracao

Um fato interessante na formulacdo pelo método dos elementos finitos ¢ que as
integrais de contorno das fronteiras entre os elementos se anulam em termos de soma global.
Como resultado, s6 é necessario calcular as condigdes de contorno para as faces dos
elementos que aproximam o contorno do dominio.

Do ponto de vista do carregamento pode-se encontrar casos com carga distribuida e
casos com cargas concentradas. No caso de cargas concentradas ¢ conveniente for¢ar que um
n6 da malha de elementos finitos coincida com o ponto de aplicacdo da carga. No caso de

carga distribuida as integrais de contorno sao:
F, = J.F N, (anx +T,n, )dr (3.79)

F,=| N,(zyn +0,n,)dT (3.80)
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P zj.rN[(vxnx+vyny)d1"—.[rl\7[(%nx+?nyjdr (3.81)

A solugdo das integrais para o contorno externo do dominio juntamente com as

expressoes correspondentes as condicdes iniciais forma um sistema de equacdes do tipo

ko -ty = 1o (3.82)

3.5.1. Elemento para integracao

No caso de coordenadas cilindricas o elemento € semelhante ao representado na Figura

3.5:

dy

Figura 3.5 — Elemento para o caso de simetria axial

Seu volume ¢ dado por:

dQ) = xdOdxdy (3.83)

Em problemas com simetria axial as varidveis ndo dependem da coordenada &.
Portanto o diferencial d@ pode ser considerado unitério, € o elemento de volume por radiano

fica:

dQ = xdxdy (3.84)
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3.6. INTEGRACAO NUMERICA

Em muitos casos, ¢ dificil ou até impossivel calcular por integragdo exata uma integral

na forma

[[F(x)ax (3.85)

dependendo de quao complicado ¢ o formato do integrando F. Um exemplo de tal situagdo ¢ o
caso de elementos isoparamétricos, em que a presenc¢a do operador jacobiano no integrando
cria complicagdes no processo de integragao.

A integra¢do numérica consiste em encontrar um polindmio P(x) que seja adequado a
duas situagoes:

- se aproxime da fun¢do F(x);

- seja de facil integragao.

Dois métodos comumente usados serdo apresentados a seguir.

3.6.1. Quadratura de Newton-Cotes

A Quadratura de Newton-Cotes emprega os valores da fungdo em pontos igualmente
espagados para a avaliagcdo da integral.

Sendo n+1 pontos igualmente espacados, a formula de Newton-Cotes ¢ dada por

n+l

[ bF(x)dx:(b—a);aiF(xi) (3.86)

a

onde ¢; representa os coeficientes de ponderagdo e x; os pontos de integracdo. Usando n =1 a
equacdo (3.86) resulta na regra do trapézio (Figura 3.6), onde a area abaixo da curva F(x) ¢

aproximada pela area do trapézio definido por P;(x) e o intervalo /x;, x,/:

2P (x)ax =2 F (5)+ F (x,)] (.87

X

onde /4 ¢ a distancia entre os pontos x; € X;.

Quando n = 2, tem-se a regra de Simpson como aproximagao (Figura 3.7).
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f:F(x)dx:g[F(xl)+4F(xz)+F(x3)] (3.88)

F(x)

X4 Xp
Figura 3.6 — Regra do trapézio

F(x)

X4 Xo X3

Figura 3.7 — Regra de Simpson

A tabela 3.2 contém os coeficientes de ponderagdo paran =1, 2, ...,6.

Tabela 3.2 — Coeficientes de ponderacao de Newton-Cotes

ap [(0%) a3 a4 as (043 (2%}
vz, V2

1/6 4/6 1/6

1/8 3/8 3/8 1/8

7/90 32/90 12/90 32/90 7/90
19/288  75/288 50/288  50/288 75/288 19/288
41/840  216/840 27/840  272/840 27/840  216/840 41/840

AN DN B~ W~

3.6.2. Quadratura de Gauss-Legendre

Na Quadratura de Gauss-Legendre o espacamento entre os pontos de integracdo ¢é

variavel.
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Se os pontos x; ndo sdo especificados, tem-se entdo 2n+2 parametros indeterminados,
que definem um polindmio de grau 2s+1. Entdo s@o escolhidos pontos de integracdo e

coeficientes ; de modo que a soma dos valores ponderados da funcdo seja a integral exata

quando F(x) for um polindmio de grau 2n+1 ou menor.

A formula da quadratura de Gauss ¢ dada por

a

J'bF(x)dx:I_llﬁ’(r)dr:iznllaiﬁ(l;) (3.89)

onde 7; sdo os pontos de integracdo, em coordenadas naturais e F ¢ o integrando transformado
para o sistema de coordenadas naturais.
A quadratura de Gauss-Legendre ¢ usada com maior freqiiéncia do que a quadratura

de Newton-Cotes, pois requer um menor nimero de pontos de integragdo para atingir a

mesma precisdo. O erro na aproximacgao serd zero se a derivada (2n+2) do integrando for

nula, ou seja, a integral de um polindmio de ordem n ¢ obtida com exatidio quando

(n+1)
2

empregados pontos de Gauss.

Na Tabela 3.3 sdo dados os pontos de integragdo e os coeficientes de ponderagao para

n=12,..,6.

Tabela 3.3 — Coeficientes de ponderagao de Gauss-Legendre

Pontos r; n a;
0,000000000 1 2.0000000000
+0,5773502692 2 1,0000000000
0,000000000 3 0,8888888889
+0,7745966692 0,5555555556
+0,3399810435 0,6521451548
+0,8611363116 4 0,3478548451
0,00000000 0,5688888889
+0,5384693101 5 0,4786286705
+0,9061798459 0,2369268850
+0,2386191861 0,4679139346
+0,6612093865 6 0,3607615730
+0,9324695142 0,1713244924

A aplicagdo em duas dimensdes ¢ semelhante, sendo escolhidos pontos de integracao

nas duas dire¢des, como mostra a Tabela 3.4. A integral ¢ dada por
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LF(x,y)dxdy = ZaUF(r[,sj)

Tabela 3.4 — Aplicagdo em duas dimensdes
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(3.90)

. Maxi
Tipo de AXIMO - dem de  Grau de - . ~
graudo . ~ . Localizacdo dos pontos de integracdo no elemento
elemento oA integracao  precisao
polinémio
S
| |
| |
s=0,577... e
Linear 2 2 X2 3 : 1
| | r
$=-0577..— | ~@- - - O A
| |
| |
r=-0,577 r=0,577...
S
| |
l l
- [ |
s=0,774... e e e
Quadratico 4 3x3 5 s=00 e o ;
| | |
S=-0774..— | o - o - & |- -
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
r=-0,774 r=0,774...
S
| | | |
A I
$=0,861... 777*77;77477*7”7
Cubico 6 4 x4 7 S=0‘339"'*”f”f”f”f””
$=-0339._ | ¢ o 4 -6 |- |
$=-0,86T..._ | g--@--® -@-|- - —
| I I |
o
r=0861. ' ' r=0861.

3.6.3. Elementos isoparamétricos

Elementos isoparamétricos sdo aqueles cujas fungdes de interpolagdo servem tanto

para definir as coordenadas dos nés dos elementos quanto para definir os seus deslocamentos

e demais varidveis dependentes.
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A fungdo de interpolacao para elementos isoparamétricos € do tipo:

fc:ixiNi e ﬁziuiNi (3.91)
i=1 i=1

portanto, para cada n6 a mais no elemento, ¢ acrescido um termo na fung¢ao de interpolagdo. O
termo acrescido tem uma ordem superior, ou seja, se o elemento (unidimensional) tiver z nos,
a fun¢do de interpolacdo ¢ de ordem n - 1.

O mesmo procedimento que foi usado para a andlise unidimensional pode ser
generalizado para duas ou trés dimensdes.

Moreira e Xavier (2003) apresentam a deducao das fungdes de interpolagdo para um
elemento isoparamétrico e sua generaliza¢do para duas dimensdes. A figura (3.8) mostra um

elemento isoparamétrico bidimensional.

Figura 3.8 — Elemento isoparamétrico

Na tabela 3.5 encontram-se as func¢des de interpolacdo para elementos retangulares

contendo de quatro a oito nos.
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Tabela 3.5 — Fungdes de interpolagdo de elementos isoparamétricos contendo de quatro a
oito nos

Presente apenas se o no i estiver definido
i=35 i=6 i=7 i=8
170 I I 27
+s) | =N, | -WN, . —
I
) - _%N7 _%Ns

v %
v | 4
v [ 4

A

CRPALES
N | J5(1-57)
N, %(l—rz)
Ne | Y(1=s7)(1+r

Um ponto importante na escolha dos elementos ¢ que os mesmos podem possuir

qualquer numero de ndés entre o minimo e o maximo. Entretanto, para obter-se maior precisao
os elementos devem ser tao retangulares quanto possivel e os nos intermediarios devem ser
localizados em suas posi¢des naturais — geralmente no ponto médio entre dois nés de canto.
Essa afirma¢do ndo quer dizer que, do ponto de vista das interpolagdes, o elemento ndo possa
ter contorno curvo; o que ¢ uma grande vantagem sobre as formulagdes que utilizam outro
tipo de coordenadas. Além disso, ¢ notavel a facilidade com que se pode construir as fungdes

de deslocamento.
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4. IMPLEMENTACAO DO PROGRAMA

4.1. INTRODUCAO

Neste capitulo o assunto tratado serd a adaptagdo da fundamentagdo teodrica e da
formulagdo — apresentadas nos capitulos 2 e 3 — a programacao dos calculos.

O programa foi desenvolvido em linguagem de programagao FORTRAN, e subdivide-
se em trés partes principais: pré-processador, processador e pos-processador, como sera

apresentado a seguir.

4.2. PRE-PROCESSADOR

Nesta etapa ¢ feita a leitura dos dados de entrada previamente obtidos no software
MATLAB e, a seguir, sdo geradas as informacdes necessarias para os calculos posteriores.

As etapas ocorrem na seguinte ordem:

- Determinacao da numeracao global dos graus de liberdade dos nos;

- Determinagdo do niimero de graus de liberdade com a varidvel dependente

desconhecida;

- Determinagdo das matrizes de identificacdo do elemento;

Uma das matrizes obtidas ¢ IGIDEL, que contém os parametros inteiros do elemento,
ou seja, nimero dos nds e a identificagdo dos graus de liberdade destes nds. J& a matriz
RGIDEL contém os parametros reais do elemento que sdo as coordenadas nodais e as

propriedades do material constituinte do elemento.

4.2.1. Leitura de dados

Os dados de entrada sdo informados em um arquivo no formato txt chamado
“datain.txt”. Este arquivo ¢ totalmente gerado no MATLAB, bastando para isso informar
certos parametros como a largura e a altura da regido analisada, o nimero de divisdes ao
longo da altura e da largura, a relagdo entre as dimensdes dos elementos e as coordenadas
referentes a origem da area analisada. Em um arquivo a parte — “material.dat” — também

devem ser informadas as propriedades do material.



Capitulo 4 — Implementagdo do programa Pagina 62 de 92

4.2.2. Geracao da malha

A construcdo da malha ¢é realizada a partir das informagdes correspondentes ao
numero de divisdes existentes na horizontal e na vertical. De acordo com a situacdo que se
deseja analisar, ocorre a restricdo dos graus de liberdade de deslocamentos e/ou de
poropressdo. A restricdo ¢ feita através da atribuicdo de um valor nulo a posicao
correspondente a este grau de liberdade na matriz de identificagdao IDNO.

Os nos sdo identificados através de numeragdo feita de cima para baixo e da esquerda
para a direita. O mesmo ocorre na identificagdo dos elementos finitos.

A Figura 4.1 mostra dois exemplos de malhas: a primeira para um caso com simetria

axial e a segunda para um caso de deformacao plana.

Figura 4.1 — Exemplos de malhas

A diferenga principal entre os dois tipos de malha estd no volume dos elementos. No
caso com simetria axial ¢ tomado 1 radiano para andlise ¢ o volume dos elementos aumenta
com a distancia em relacdo ao eixo de simetria. Ja para deformacao plana ¢ adotada espessura
do elemento igual a unidade. Do ponto de vista da geracdo de malha, ndo ha diferenca entre

casos com simetria axial e situagdes de deformagdo plana.

4.2.3. Aplicacio das forcas nos nos

Para o caso da aplicagdo do carregamento, toma-se o valor da tensao total, multiplica-

se pela area da face correspondente do elemento e, finalmente, divide-se o resultado entre os
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no6s. Em situa¢des de deformacao plana essa tarefa ¢ simples, ja que a espessura do elemento ¢
unitaria. Nas situagcdes que possuam simetria axial — se todos os elementos possuirem a
mesma altura — isso ¢ bastante simples. J4 no topo, cada elemento possui uma area e,
portanto, requer uma integragdo individual. Alguns nds fazem parte de mais de um elemento
e, por isso, receberdo a carga aplicada em cada um desses elementos.

No caso do ensaio oedométrico, as forgas serdo aplicadas somente na face de topo do

elemento, como mostra a figura 4.2.

Nl N
N
N T
S P .
N
\ 5///
|

Figura 4.2 — Esquema da aplicagao de forcas nos nos

4.2.4. Aplicacao das condi¢coes de contorno e condig¢des iniciais

A aplicacao das condigdes de contorno ¢ realizada automaticamente pelo programa —
bastando apenas identificar o tipo de situag@o a ser analisada — e consiste em determinar as
restricdes de deslocamentos, restrigdes de poropressdo e o carregamento nos nds. Para o caso
de um ensaio de compressao oedométrica, as restrigdes serdo as seguintes:

- faces esquerda e direita do contorno: impedidas de se mover horizontalmente;

- face inferior do contorno: impedida de se mover verticalmente;

- de acordo com a situagdo desejada, a face superior e/ou inferior poderd possuir

drenagem.
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4.3. PROCESSADOR

O processador estd implementado em linguagem FORTRAN.

Dados lidos ou gerados no pré-processador como o vetor de pardmetros numéricos
NP, as matrizes IGIDEL, RGIDEL e¢ GLNO, os valores das condi¢des iniciais de
deslocamentos e for¢a U0 e FO, respectivamente, além do niimero de graus de liberdade livres
NL sdo dados de entrada passados pelo pré-processador ao processador.

De maneira geral, a tarefa do processador ¢ a determinacdo dos valores de
deslocamentos e poropressoes nodais ¢ do vetor de forgas. Para isso, algumas informagoes
extras também se fazem necessarias. Sao elas os valores do intervalo de tempo A¢, o valor de
¢ e o numero de iteragdes para a integragdo no tempo.

O tipo de elemento utilizado neste modelo ¢ quadrilateral com quatro nds posicionados
nos vértices e quatro pontos de integragao posicionados de acordo com a tabela 3.4.

Para cada um dos pontos de Gauss de cada elemento ¢ necessario determinar uma

matriz k,. Cada uma dessas devera ser somada em uma matriz k,, que serd utilizada na

determinagdo de 4; e B; que servirdo para a determinagéo de k,, ¢ respectivamente.

el?
Depois do caleulo de k, e f,, faz-se a soma destas nas matrizes k, ¢ f,,

respectivamente, de acordo com os graus de liberdade de cada elemento e sua conectividade.

Para a solugdo do sistema, a matriz k, e os vetores f, e u, deverdo ser particionados

ky Ky | Juy _ /.
L‘zl kzzH”c}_{fd} @D

onde k, sdo as particdes da matriz k,, f, e f, sdo os valores conhecidos e desconhecidos

da seguinte maneira:

das forgas nos graus de liberdade considerados e u, € u_ sdo os deslocamentos desconhecidos

e conhecidos, respectivamente.

Para a determinacao dos valores desconhecidos faz-se:

U, = kl_ll (f; _kIZuc) 4.2)

Ju =k, +kpyu, 4.3)
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Obtidos tais valores, os vetores de deslocamentos e forcas sao conhecidos e servirdo
como dados de entrada para o pds-processador.

Se a andlise a ser realizada ndo for instantanea, o processamento ¢ repetido um numero
de vezes igual ao niumero de iteragdes no tempo. A malha pode ser atualizada ou ndo em cada

uma dessas iteragdes caso se deseje nao-linearidade geométrica na analise.

4.4. POS-PROCESSADOR

O poés-processamento do programa consiste na determinagdo dos deslocamentos,
forcas, deformagdes, tensdes e poropressdes. Essas grandezas sdo determinadas para os nos e
para o ponto central do elemento isoparamétrico (» = s =0) a partir de informagdes das etapas
anteriores do programa que sao o pré-processador e o processador propriamente dito.

As informagdes oriundas do pré-processador estdo contidas no vetor de pardmetros
numéricos (NP) na matriz de identificacdo dos graus de liberdade dos nos (GLNO), na matriz
de identificacdo dos ndés e da conectividade do elemento (IGIDEL) e na matriz de
identificacao das coordenadas nodais e do material do elemento (RGIDEL).

As informagdes fornecidas pelo processador sdo o vetor de incognitas (Ul) e o vetor
de forgas (F1).

A primeira providencia do pds-processador ¢ restituir os deslocamentos e as forgas
nodais a partir dos vetores gerados na fase de processamento do programa.

A reconstituicdo dos deslocamentos e poropressdes nodais ¢ feita pela rotina
UPFNODAL e, em seguida, parte-se para a determinacdo das deformacdes e tensdes para

cada elemento.

4.4.1. Determinacio das deformacoes

As deformagdes sdo dadas por

£=Bu, (4.4)

No caso de elementos com simetria axial cada ponto possui quatro componentes de
deformacao. Como o pds-processador calcula as tensdes para cinco pontos por elemento (4
nos de canto e centro do elemento), € razoavel armazenar as deformagdes destes cinco pontos

numa unica matriz (DEFEL).
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4.4.2. Determinacio das tensoes
As tensdes sdo determinadas a partir da relagdo constitutiva do material do elemento,
ou seja:

6=Cst (4.5)

4.4.3. Determinacio das tensdes principais

O célculo das tensdes principais ¢ importante ndo sé para a analise da ruptura mas
também para a futura consideracdo de nao-linearidade fisica, uma vez que modelos
constitutivos nao-lineares geralmente sdo expressos em termos das tensdes principais. O

calculo das tensdes principais para problemas com simetria axial ¢ feito através das formulas:

2
o.+o c,—0
o =—" 24 * | 4P 4.6
: 2 ( 2 J » (%.6)
o.+o o.—o,Y
oy =2 2|+l 4.7)
2 2 i
2z,
tan 20, = ——— (4.8)
c,—0,

As componentes da velocidade do fluido intersticial s3o determinadas pela expressao:

1
v=——Kk Vp (4.9)

w

A determinacdo da velocidade do fluido intersticial ndo tem relevancia no caso do
adensamento. Ela s6 ¢ necessaria no caso do estudo da percolacdo, onde ndo existe

acoplamento. Por essa razao, o calculo da velocidade serd implementado em versdes futuras.

4.4.4. Suavizacao das deformacoes e das tensoes

Os valores das deformagdes e das tensdes sdo determinados para os nds de cada

elemento. Como ndo existe obrigatoriedade de continuidade das deformagdes e tensdes de
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elemento para elemento, pode ocorrer, e em geral ocorrem, valores diferentes destas

grandezas para um mesmo nd de elemento para elemento.

Uma maneira de contornar este problema ¢ fazer uma média ponderada dos valores

calculados, cujo fator de ponderagdo é o volume.

Por exemplo, na Figura 4.3, a deformagéo vertical &, paraosnos 1,2 ¢35 ¢

@ @

=
® ® |®

O & @

Figura 4.3 — Exemplo de malha

£, =&y (4.10)
1 3

., Bitenh) @.11)
SN

1 2 3 4
CRATA AT ATNA

£, = %
VT,

(4.12)

Do mesmo modo que ¢ feita a média ponderada das deformacgdes, faz-se também a

média das tensodes efetivas nos pontos da malha.
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5. SIMULACOES E ANALISES

5.1. INTRODUCAO

Neste capitulo estdo dispostos os resultados de diferentes simulagdes realizadas pelo
programa utilizando o método dos elementos finitos. Estes resultados serdo comparados com
alguns métodos de solu¢do comumente utilizados na Mecanica dos Solos e com resultados de
ensaios, de maneira a valida-los.

Na primeira parte, sera feita uma revalida¢do dos resultados do programa para uma
situacdo de deformagdo plana, comparando os resultados com o método de Carothers-
Terzaghi. Um teste para a mesma situacdo ¢ apresentado em Moreira e Xavier (2003)
utilizando uma versdo de programa diferente. Na seqiiéncia serdo apresentadas algumas
analises para o adensamento, primeiro para o caso unidimensional e em seguida, para um solo
sujeito a deformagdo plana com andlise do excesso de poropressdo. Finalmente, serdo
apresentados e validados os resultados obtidos para a simulagao de um ensaio oedométrico. A
validagdo sera feita através da comparagdo com a solucdo analitica e com resultados de um

ensaio real.

5.2. VALIDACAO DE RESULTADOS PARA DEFORMACAO PLANA

O exemplo analisado ¢ um macico de terra sujeito a um carregamento vertical
uniforme (Figura 5.1). Devido a simetria, a andlise pode ser feita apenas para a metade do

macigo.

Figura 5.1 — Exemplo para deformagao plana
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No célculo pelo método dos elementos finitos ¢ recomendavel adotar-se dimensodes
cujos limites ndo sofram efeitos devido ao carregamento. Para a comparagado de resultados foi
utilizada a soluc¢ao de Carothers-Terzaghi.

Adotou-se B =10 m, ¢ = 10 kPa, modulo de elasticidade £ =10 000 kPae v =0,4. As
dimensdes sdo 65 m de largura e profundidade.

Serd utilizada malha de 4 no6s por elemento, 26 divisdes na largura e 17 divisdes na
profundidade.

Os resultados podem ser visualizados com o software TECPLOT, assim obtém-se a

seguinte distribuicdo de tensdes verticais, onde syy € a tensdo vertical e o valor negativo

representa compressao.

syy
-0.581163
-1.16313
-1.74509
-2.32705
-2.90901
-3.49098
-4.07294
-4.6549
-5.23686
-5.81883
-6.40079
-6.98275
-7.56471
-8.14668
-8.72864

10 20 30 40 50 60 70
X

Figura 5.2 — Distribui¢@o de tensdes verticais

A solucdo de Carothers-Therzaghi foi utilizada na obten¢do das tensdes para os pontos
sob o centro e sob a borda do carregamento. Os resultados estdo na Figura 5.3, onde ¢ feita a
comparagdo entre os dois métodos.

O maior desvio ocorrido foi de cerca de 8%, o que pode ser reduzido com a adogdo de

uma malha mais refinada ou com a alteragao do dominio da analise.
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Comparagao Carothers-Terzaghi vs. Elem. finitos
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Figura 5.3 — Comparagao entre a solu¢cdo de Carothers-Terzaghi e o método dos elementos
finitos

5.3. VALIDACAO DOS RESULTADOS PARA ADENSAMENTO UNIDIMENSIONAL

Supde-se que o recalque final de uma amostra de solo impedida de deformar-se

lateralmente, com 10 cm de altura, 10 cm de largura e sujeita a um carregamento de 100 kPa,

seja de 1 cm, ou seja, com deformacao vertical de 10 % (¢,=0,1)¢ deseja-se conhecer o
tempo que levard para atingir o recalque total. O coeficiente de Poisson ¢ v =0,35, o

coeficiente de permeabilidade da amostra é 10°m/s e, adotando a solugdio analitica de

Terzaghi, o coeficiente de variagdo volumétrica ¢

m, = b _ 0,1 =1x10"° kPa™
100

Adotando o peso especifico da dgua y, =10 kN/m’, o coeficiente de adensamento

vale



Capitulo 5 — Simulagoes e andlises Pagina 71 de 92

k 1x10°°
CcC =

g =————=1x10" m’/s
my, 1x107-10

O fator tempo T para que ocorra o recalque total ¢ aproximadamente igual a 2.

Com isso, o tempo, em segundos, do recalque total ¢

2 2
_TH; 2010
c, 0,001

Usando o intervalo de tempo de 20s como entrada no programa para a solugdo por

elementos finitos, deve-se encontrar um deslocamento vertical no topo da amostra de solo,
com valor de 1 cm.
Além dos dados citados no inicio dessa se¢do, ¢ preciso conhecer o mddulo de

elasticidade oedométrico £, ,, dado por

= | =1000 kPa

|
“ 0,001

v

Como se trata de andlise unidimensional, a malha de elementos finitos para este caso
pode ter apenas um elemento na sua largura e serdo adotadas 20 divisdes na altura da malha.

O intervalo de tempo ¢ 15, assim sdo 20 iteracdes no tempo.

A comparagdo entre os métodos ¢ apresentada na Figura 5.4, onde estdo dispostas as
curvas de variacao da poropressdao p com a altura y para intervalos de tempo de 2s. A linha
cheia representa a solucdo analitica e os quadrados a solu¢dao pelo método dos elementos

finitos.
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Figura 5.4 — Comparagao entre o método analitico e o0 método dos elementos finitos

5.4. SIMULACAO DE RESULTADO PARA ADENSAMENTO BIDIMENSIONAL

Deseja-se agora determinar o adensamento bidimensional para o exemplo mostrado na
Se¢do 5.2 (Figura 5.1), permitindo a dissipagdo de poropressao apenas no topo da camada.

Tem-se 18 divisdes da malha na largura e 15 na altura, dissipa¢do de poropressao no
topo, o coeficiente de permeabilidade é de 10~ m/s, o intervalo de tempo entre cada iteracdo

¢ de 60 segundos e decorrerao 20 min durante a simulagao da analise.

Nas Figuras 5.5 e 5.6 sdo mostradas as distribui¢des de tensdo vertical efetiva e de
poropressado, respectivamente, apos 20 minutos do inicio da andlise.

Como ilustracdo também sdo mostradas as distribuicdes de tensdo vertical efetiva e de
poropressao para 40 (Figuras 5.7 e 5.8) e 100 minutos (Figuras 5.9 ¢ 5.10) apds o inicio da
analise.

Como esperado, nas regides em que o valor da tensdo vertical efetiva ¢ maior em
moddulo, a pressdo neutra tem um valor menor, assim como onde hd maiores valores de

poropressao, os acréscimos de tensao vertical efetiva sdo reduzidos.
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syy
-0.035725
-0.18805
-0.340375
-0.4927
-0.645025
-0.79735
-0.949675
-1.102
-1.25433
-1.40665
-1.55898
-1.7113
-1.86363
-2.01595
-2.16828

20 30
X

Figura 5.5 — Distribuicdo das tensdes verticais efetivas 20 min ap6s o inicio do carregamento

P
-0.0722375
-0.144475
-0.216712
-0.28895
-0.361187
-0.433425
-0.505662
-0.5779
-0.650137
-0.722375
-0.794612
-0.86685
-0.939087
-1.01132
-1.08356

20 30 50
X

Figura 5.6 — Distribui¢do dos excessos de poropressdao 20 min apos o inicio do carregamento
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-1.30368
-1.45645
-1.60923
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-1.91478
-2.06755
-2.22033

Figura 5.7 — Distribuicdo das tensdes verticais efetivas 40 min ap6s o inicio do carregamento

P
-0.0696063
-0.139213
-0.208819

—1-0.278425

— -0.348031
—-0.417638

-0.487244
-0.55685
-0.626456

-0.696063
1 -0.765669
-0.835275
-0.904881
-0.974488
-1.04409

Figura 5.8 — Distribui¢do dos excessos de poropressao 40 min apds o inicio do carregamento
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Figura 5.9 — Distribui¢@o das tensdes verticais efetivas 100 min ap6s o inicio do
carregamento

60

P
-0.0608938
-0.121788
50 -0.182681
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40 -0.426256
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0.730725
-0.791619
-0.852513
20 -0.913406

10

0 10 20 30 40 50
X

Figura 5.10 — Distribuicao dos excessos de poropressao 100 min apds o inicio do
carregamento
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5.5. VALIDACAO DE RESULTADOS PARA UM ENSAIO OEDOMETRICO

Atkinson (1993, cap.14) apresenta resultados de um ensaio oedométrico com as

seguintes caracteristicas:

acréscimo de tensdo vertical Ao =210 kPa ;
- altura total da amostra igual a 20 mm ;

- drenagem no topo e no fundo da amostra;

2 2

- coeficiente de adensamento ¢, =2 =0,0634 il ;
ano s
m’ mm®
- coeficiente de compressibilidade m, =4,6x 10" —=0,46 N ;
N

- peso especifico do fluido intersticial y, =107

3
mm

A tabela 5.1 traz os dados referentes aos resultados que foram obtidos nesse ensaio.

Tabela 5.1 — Dados do ensaio

Tempo (min) Recalque (mm) Ui Vi (min%) log t
0 0 0 0 -
0,25 0,206 0,107 0,5 -0,602
1 0,414 0,216 1 0
2,25 0,624 0,325 1,5 0,352
4 0,829 0,432 2 0,602
9 1,233 0,642 3 0,954
16 1,497 0,780 4 1,204
25 1,685 0,878 5 1,398
36 1,807 0,941 6 1,556
49 1,872 0,975 7 1,690
1440 1,920 1,000 - -
O moédulo oedométrico ¢ dado por
E, =t =273 217 (5.1)
m, m
E o coeficiente de permeabilidade ¢ dado por
k=cmy =2,9x107 22 (5.2)

Foi adotado um coeficiente de Poisson igual a 0,35 para a analise.
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Escolheu-se uma malha com 15 divisdes na horizontal e também 15 divisdes na

vertical, com uma altura de 20 mm e uma largura de 25 mm correspondente & metade do

diametro da amostra j& que o dominio de andlise ¢ simétrico em relagdo ao eixo da

coordenada vertical como mostra a figura 5.11.
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Figura 5.11 — Malha indeformada para a anélise

Escolheu-se um intervalo de tempo de 30 segundos e 100 iteragdes no tempo,

totalizando 50 minutos de analise. Os resultados obtidos pelo programa encontram-se

dispostos nas figuras de 5.12 até 5.15 nas quais ¢ feita compara¢do com resultados do ensaio e

da solugao analitica.
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Comparagéo entre Ensaio, Programa e Solug&o Analitica

I I
O Resultados do Ensaio
— Resultados do Programa

Figura 5.12 — Comparacdo entre solugdo analitica, dados do ensaio e método dos elementos
finitos (curvas simples)
Como ¢ possivel observar, os resultados sdo satisfatorios, ocorrendo uma diferenga
maxima de 6% para valores maiores de tempo.
O motivo para tal ocorréncia estd na utilizagdo de uma malha atualizdvel para a
simulacdo da ndo-linearidade geométrica. A ndo utilizagdo de tal aspecto acarretaria em

resultados coincidentes com a solucdo analitica como mostra a figura 5.13.
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Comparagéo entre Ensaio, Programa e Solugédo Analitica

T T
O Resultados do ensaio
—— Resultados do programa sem atualizagéo
Solugéo analitica L

—— Resultados do programa com atualizagdo

g T _— 4 -
| | |
\\LO | |
| ] | I 1)
e — —
35 40 45 50

Figura 5.13 — Comparacdo entre solugdo analitica, dados do ensaio e método dos elementos
finitos com e sem atualiza¢cdo da malha (curvas simples)

Outro aspecto importante também ¢ a utilizacdo de um modulo de Young ndo-linear,
que sera implementado em versdes futuras. Isso torna o comportamento mais proximo do real
j& que, com o aumento da deformagdo, o modulo tende a diminuir, o que aproximaria 0s
comportamentos. Também pode ser decorréncia da fluéncia do material ou adensamento
secundario.

A seguir, sdo apresentados graficos de percentagem de adensamento versus logaritmo

do tempo (Figura 5.14) e versus raiz do tempo (Figura 5.15).



Pagina 80 de 92

0 Analitica

A

) m T T T T T T T ©
I e A A A I I I I I I I
1PN = 1 et (e e e A B B © | | | | | |
HEE H----ft————————q4-———F————|————7-————— - — - £ | | | | | |
H D o®
1 A T 5 | | | | | |
wa o | | | | | | | 29 & | | | | | |
R =21 [ e i A N Rl wa o | | | | | |
28g| | | | | | | 1 L-88Fl- -4 - - - oL _L___1 o9~
ne8<n-——"""717-"~"~""1~~~"~"7-" """ r~~""°9" """ ~"T-~"~"~"7°--°~-7 @@ C | | | | |
£ S ]| I I I I I I j © g8<
S8 y 8385 | | | | |
8 1 1 A MM@ | | | | ;
AL | | | | | | /1 223 | | | | |
| | | | | | | \u, £ 3 | | | | il

e} | | | | | L I | | | | i

| | o | | | | 1|

| |

| | O |

| |

| |

|

Capitulo 5 — Simulagées e andlises

tre Ensaio, Programa e Solug

omparagao en

C

log t (min)

Figura 5.14 — Comparacao entre solucao analitica, dados do ensaio € método dos elementos

finitos com atualizagdo (versus logaritmo do tempo)
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Figura 5.15 — Comparagao entre solugao anal
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Outro ponto importante da andlise ¢ o grafico de distribuicao de pressdes ao longo do
tempo na se¢do central da amostra (sobre o eixo de simetria). Os resultados estdo na figura

5.16.

Distribuicdo de poropressé&o ao longo do tempo

Figura 5.16 — Distribuicao de poropressdo ao longo do tempo

Finalmente, a figura 5.17 traz a malha deformada, apds a realizacao da analise.
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Figura 5.17 — Malha deformada apos a analise
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6. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A proposta deste trabalho foi apresentar um modelo de elementos finitos que servisse
de ferramenta para a analise de deformagdes, tensdes e adensamento em macigos de solo tanto
sob condigdes de simetria axial quanto de deformagdo plana para situagdes de grande e de
pequena escala. Com esse proposito foi elaborado um programa computacional em linguagem
FORTRAN e um pré-processador desenvolvido com auxilio do software MATLAB.

Tendo como sustentagao conceitos basicos de Mecanica dos Solos e levando em conta
certas hipoteses simplificadoras, apresentou-se uma formulacdo na tentativa de resolver os
problemas em questao.

Apo6s a implementagdo do programa, passou-se a fase de validagao tanto no aspecto de
analise instantdnea de tensdo e deforma¢do quanto na andlise levando em consideragdo o
tempo — caso do adensamento. Realizou-se comparacdes com solugdes classicas como a de
Carothers-Terzaghi para o caso de tensdes, para o adensamento foram realizadas comparagdes
com a solugdo analitica e com o programa DEFPL que foi apresentado por Moreira e Xavier
(2003) e possui resultados bastante satisfatorios nas situagdes a que se dispos a resolver. Ja
para a modelagem do ensaio oedométrico a comparacao foi feita com resultados de um ensaio
real de laboratorio.

As principais constatagdes as quais chegou-se ap0s as analises sao listadas a seguir:

- podem ocorrer diferencas significativas entre os resultados obtidos em deformacgdo
plana e aqueles obtidos por teorias unidimensionais devido a fatores como
simplificagdes da teoria, hipoteses distantes da realidade, grau de precisdo do método
utilizado e qualidade da malha de elementos finitos adotada;

- o modulo de Young eléstico linear influencia nos resultados ja que, em situagdes reais,
com o aumento da deformacao ao longo do tempo, o valor do médulo tende a diminuir
de acordo com o modelo;

- a consideracao ou ndo da nao-linearidade geométrica, simulada através da atualizagdo
da malha de elementos finitos, influi de maneira consideravel nos resultados. Sua
consideracdo na modelagem do ensaio oedométrico tende a aproximar os resultados
daqueles obtidos em um ensaio real. Sua ndo consideragdo aproxima os resultados
daqueles obtidos na solugdo analitica. Isso era esperado e foi considerado satisfatorio;

- 0 programa apresentou bons resultados em situacdes tanto de pequena quanto de

grande escala e tanto em deformagdo plana quanto em casos com simetria axial;
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- ¢ bastante simples alterar parametros de analise — como o intervalo de tempo, o

tempo total de analise e o valor de ¢ — produzindo uma grande gama de resultados

sem maiores dificuldades de programacao além da vantagem de poder fazer andlises

unidimensionais, de deformagao plana ou com simetria axial com um s6 programa.

Como comentario final pode-se afirmar que o objetivo do estudo foi atingido com
sucesso, 0 que serve como motivacao para futuras implementacoes.

Algumas sugestdes para trabalhos futuros seriam a consideracdo da nao-linearidade
fisica utilizando o Modelo Constitutivo Hiperbdlico de Duncan e Chang (1970). Também se
pretende considerar deformagdes finitas e implementar o calculo da velocidade de
escoamento. Outros pontos de interesse seriam a consideragdo de adensamento secundario,
comportamento visco-elastico e o desenvolvimento de um modelo que acople os fenomenos

de sedimentagdo e adensamento.
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ANEXO A — REPRESENTACAO DAS ETAPAS DO
PROGRAMA
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Figura A.1 — Fase 1 do pré-processamento
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Figura A.2 — Fase 2 do pré-processamento
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Figura A.3 — Processamento
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Pos-Processamento — FORTRAN
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Figura A.4 — Pés-processamento
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